Algebra Lineal y Geometria I1 Martin de la Rosa

1 Complemento ortogonal

Definicién 1.1 Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo y S C V. El ortogonal de S se

define como el subconjunto
St={veV:(vs)=0Vsc S}

Proposicién 1.1 Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo y S, T CV tales que S C T.

Entonces, T+ C S*.

Demostracién: Si v € T*, v es ortogonal a todos los elementos de 7. Como S C T,

también v es ortogonal a todos los elementos de S, y asf v € S*.
O

Proposicién 1.2 Sean (V, (- ,-)) un espacio vectorial euclideo y S C V. El ortogonal de S,

S+ es un subespacio vectorial. Ademds, (L(S))* = S*.

Demostracion: Hay que probar que la suma y el producto por escalares son operaciones
cerradas en S*. Para ello, sean z;, 2z € S*. Esto quiere decir que para cualquier s € S es

(s,z1) = (s,29) = 0. Entonces
(8,21 + 22) = (5,21) + (5,20) =0+ 0 =0,
Vv 21 + 2o € S*. Andlogamente, si z € Sty a € R
(s,az) = a(s,z) =a-0=0,

y az € S*. Parala segunda afirmacién, la inclusién (L(S))*+ C S* se tiene por la Proposicién
, mientras que la inclusién inversa es debida a que si z € S+, z es ortogonal a cualquier
elemento de S. Por la linealidad del producto escalar, z serda también ortogonal a cualquier

combinacién lineal de elementos de S, y como L(S) estd formado por estas combinaciones

lineales, z € (L(S))*.

Utilizando la segunda parte de la Proposicién con S ={vq,...,v;}, se deduce que:
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Corolario 1.3 Sean (V,{-,-)) un espacio vectorial euclideo y {v,...,vx} C V. Entonceq]
(L(vy,...,o)) = {vg, ..,k ={v eV i{v,u) == (v,u,) =0}
Ejemplos:

(i) Sea (R?,(-,-)) donde (-,-) es el producto escalar usual. Vamos a calcular el ortogonal
del subespacio U = x — y = 0. Para ello, observemos que un vector v € U si y solo si

u = (a,a) para algin a € R. Por definicién, es
Ut={veV:{(vu) =0, Yuc U}
Llamando v = (x,y), v € U+ si y solo si Va € R se cumple que
((z,9),(a,a)) =0=za+ya=0= a(z+y) = 0.

Como a es arbitrario, necesariamente x +y = 0, y esto nos da las ecuaciones implicitas

del subespacio ortogonal: U+ =z 4y = 0.

El resultado es consistente con nuestras expectativas, ya que geométricamente U es la

recta y = = mientras que U~ es la recta y = —z. Son perpendiculares.

Podria haberse utilizado el Corolario|l.3|para simplificar algo la cuenta. Como el vector
(1,1) satisface la ecuacién z —y = 0, (1,1) € U. De hecho, U = L((1,1)), pues U
tiene dimensién 1. Bastarfa entonces para encontrar U+ buscar aquellos vectores que

son ortogonales a (1,1). Asi, (x,y) € U si y solo si
(z,9),(1,1))=0=2+y =0,

y se obtiene la misma ecuacién implicita para U+. Se recomienda hacer uso del Coro-

lario en el calculo del ortogonal de cualquier subespacio de dimensién finita.

!Simplificaré la notacién escribiendo L(vy,...,vx) en lugar de L({v1,...,vx}), que es lo que habrfa que

escribir si nos ponemos finos.
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(i) Sea (R?, (-,-)) donde (-,-) es el producto escalar usual. Dado el vector u = (0,0,1),

vamos a calcular su ortogonal, es decir, {u}*. Por definicién
{u}t = {v e R?: (v,u) = 0}.
Si llamamos v = (z, v, z), entonces

<U7u> = <(l’,y, z)? (0707 1)> =z,

y por tanto los elementos de {u}* son los vectores (z,v, 2) tales que z = 0. Esta es la
ecuacién de un subespacio de dimensién 2, es decir, de un plano en R3. Este resultado
estd de acuerdo con nuestra expectativa clasica. El vector (0,0,1) genera el eje Z y el

subespacio z = 0 es el plano XY.

(iii) Para un ejemplo menos intuitivo, considérese el espacio vectorial € ([—1,1]) cuyos
elementos son funciones continuas de [—1, 1] en R con las operaciones usuales de suma

de funciones y producto por un niimero real. Se dota a € ([—1, 1]) del producto escalar
() VXV R,
1
-1

Entonces, dado el subespacio U = {f € V : f(0) = 0}, resulta que U+ = {0}.

Omitimos la prueba por requerir cierta tecnologia del anélisis funcional.

Proposicién 1.4 Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo de dimension finita n y U,

un subespacio vectorial de V tal que dimU = k < n. Entonces, dimU* = n — k.

Demostracién: Si dimU = 0, es decir, U = {0}, entonces U+ = V porque todo vector
es ortogonal al vector nulo, de modo que dim U+ = n. Supongamos ahora que dim U # 0.
Tomemos una base {uy, . .., u;} de U que ampliamos a una base B = {uy, ..., U, Uks1, - -, Up}
de V. Por el Corolario[1.3) v € U~ siy solo si (v,u;) = -+ = (v,u;) = 0. Si en las anteriores

k igualdades remplazamos v por Y " | v'u;, tenemos el sistema
(uy, ug)ot + (g, ug)v? + -+ + (U, up)v"™ = 0,

(uy, ug)v' + (ug, ug)v? + - - 4 (Up, ug)v"™ = 0,
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(ug, up)v' + (ug, up)v? + -+ (up, up)v" = 0,

que puede entenderse como las ecuaciones implicitas del subespacio U+. Dado que son k
ecuaciones linealmente independientes (ya que los coeficientes conforman k columnas de la
matriz de Gram en la base B), la dimensién de U~ es la dimensién del espacio ambiente

menos el nimero de ecuaciones, es decir, dim U+ = n — k.

O

Proposicién 1.5 Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo de dimension finita y U, un

subespacio vectorial de V. Entonced]
V=UsU".

Demostracién: En primer lugar, veamos que U N U+ = {0}. Sea v € U N U*, entonces v
pertenece tanto a U como a su ortogonal. En particular, v es ortogonal a si mismo, es decir,

(v,v) =0. Como (-,-) es definido positivo, ha de ser v = 0.

Queda comprobar que U + U+ = V. Esto se sigue directamente de la férmula de Grassmann
para la dimensién de la suma de subespacios: dim(U+U*) = dim U +dim U+ —dim(UNU*).
Acabamos de probar que el iltimo sumando se anula. Ademads, llamando dimV = n y

dim U = k, por la Proposicion es dim U+ = n — k, de forma que
dim(U +U*) =dimU +dimU* =k + (n — k) =n = dim V.

Por dltimo, si un subespacio tiene la misma dimensién que el espacio ambiente, entonces

coincide con el propio espacio ambiente, asi que U + U+ = V.
O

El segundo de los ejemplos anteriores a la Proposicién [1.4] muestra que no se puede prescindir

de la condicién de que V' tenga dimension finita. Ciertamente, en este ejemplo ocurre que

2Recuérdese que el simbolo @ representa la suma directa de subespacios vectoriales: dos subespacios
Ui, Us de V estén en suma directa si Uy +Us =V y Uy N Uz = {0}.
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Ut ={0}sinser U=V, porloqueV #£U®U".

La Proposicién (1.5 implica que, bajo las condiciones del enunciado, todo vector v € V se
descompone de forma tnica como v = u + w, siendo u € U y w € U+. Ello motiva la

siguiente definicién:

Definicién 1.2 Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo de dimension finita y U C V,

un subespacio vectorial. Dado un vector v € V', se llama proyeccion ortogonal de v sobre U

y se denota myr(v) al dinico vector myy(v) € U que satisface v — my(v) € UL.
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