RELACION N° 1 DE PROBLEMAS DE ALGII - GRUPO MEDIANO 3

1. Sobre el espacio vectorial R? se define el siguiente producto escalar

(,):R*xR* — R,
(z,y) — (2,y) = 'y’ + 2%y — 2"y’
siendo z = (z', 2%, 2%),y = (¥, 2, y*).
(a) Calcule ((0,0,1),(0,0,1)). A la vista del resultado, jes (-, -) un producto escalar

euclideo?
(b) Encuentre un vector v € R? tal que (v, v) = ([}
2. Se considera el espacio vectorial (R3, (-,-)), donde (-, -) es el producto escalar euclideo

usual. Sea el subespacio U = x —y = 0. Determine una base ortonormal de U y amplie

esta a una base ortonormal de R3.

3. Sea Ry[z] el espacio vectorial de los polinomios de coeficientes reales y grado menor o

igual que 2. Se considera la aplicacién
(-, : Ro[z] X Ro[z] — R,

(p,q) — (p,q) = /_ p(2)q(z) dx.

1

Demuestre que se trata de un producto escalar euclideo.

4. Sea (Rq[z], (-,-)) el espacio vectorial euclideo del ejercicio anterior. Obtenga una base

ortonormal del mismo.

5. Sean V un espacio vectorial y (-, -), [, -], dos productos escalares euclideos. Demuestre

que los dos productos son iguales si y solo si (x,x) = [z, 2] para todo = € V.

'Los vectores que cumplen esta condicién se denominan isdtropos.



6. (Identidad del paralelogramo) Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo. Dados

dos vectores v,w € V', pruebe que
lv+wll* + [Jo — w|* = 2[jv[|* + 2]jw]]*.

Si v y w son dos vectores no paralelos que generan un paralelogramo, ;qué inter-

pretacién geométrica tiene la igualdad anterior?

7. (%) Sean (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo y f:V — V' una aplicacién tal que

f0) =0y [[f(z) = fW) = l|lz — yl| para todo z,y € V..

(a) Demuestre que (f(x), f(y)) = (x,y) para todo xz,y € V.

(b) Compruebe que para todo a, f € R y para todo z,y € V se cumple que

If (e + By) — af (x) = Bf(W)* = 0.

Deduzca que f es lineal.



