Algebra Lineal y Geometria II Martin de la Rosa

1. Tensores en un espacio vectorial

1.1. Espacio vectorial dual

Antes de enunciar la definicién general de tensor, consideraremos algunos casos particu-
lares que ya nos son familiares. Todas las estructuras que se tratan a continuacién estan
edificadas sobre un espacio vectorial abstracto V' de dimensién finita y sobre su espacio
dual. A pesar de que el estudio de estos conceptos pertenece a la asignatura Algebra
Lineal y Geometria I, damos aqui, en afan de hacer de esta una referencia completa, las
definiciones y resultados que mas adelante necesitaremos en la construccién de tensores.

Definicién 1.1.1 Sea V un espacio vectorial real. El espacio vectorial dual de V es el conjunto
V*={a:V — R lineal}
dotado de las operaciones suma (+) y producto por escalar (-) dadas por
(« +B)(v) = a(v) + B(v) n,peVi,veV
(Aw)(v) = Aa(v) v, eV5veV,AeR

El espacio dual se compone, por tanto, de aplicaciones lineales que engullen vectores y
excretan niimeros reales. Es facil ver que la anterior estructura satisface todos los axiomas
de la definicién de espacio vectorial. De hecho, si dim V' = 1, entonces dim V* = n, como
probamos a continuacion:

Proposicién 1.1.1 Sea B = {ey, ..., e, } unabase de V. Existe una (y solo una) base de V*, B* =
{e!,...,e"}, cuyos elementos verifican

ei(e]-) = 5;
En consecuencia, dim V* = dim V. B* se llama base dual de B

Demostracién: En general, una aplicacion lineal f : V — W queda completamente es-
pecificada cuando se da su imagen bajo los elementos de una base cualquiera de V. Asi
es precisamente como estamos definiendo los objetos €', lo que establece su existencia y
unicidad.

Queda comprobar que B* es una base. En primer lugar, veamos que es sistema de gene-
radores. Tomamos « € V* y v € V. En la base B, v se expande como

v ="7'e

entonces, aprovechando la linealidad de a
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Llamando «; = a(e;), tenemos
a(v) = a;v' = we'(v)
ya que ' o . o ,
(0) = &/(vlej) = vl () = vlg} = o
Como v, « son arbitrarios, hemos deducido que
a = we' Yo € V*

lo que certifica que B* es un sistema de generadores de V*. Para finalizar, B* es un
sistema libre, i.e. estd formado por vectores linealmente independientes. En efecto, su-
pongamos que

B=Ae =0 A ER

Evaluando f en los elementos de la base B resulta f(¢;) =0 = A; =0V B

A continuacién, estudiaremos el cambio de base en el espacio dual. Recordemos que,
dadas dos bases B = {¢;}, B = {j} de V, las coordenadas de un mismo vector x € V
respecto de las bases B, B estan relacionadas por medio de la matriz de cambio de base
(B, B) como sigue

X1 X1
= (B, B)
Xy Xn

o bien, llamando a;- a las entradas de la matriz .# (B, B)
¥l = gl
¥ = ax

Se tiene el resultado:

Proposicién 1.1.2 Sean B, B dos bases de V y B*, B*, las correspondientes bases duales. La
relacion entre las coordenadas de una forma o« € V* respecto de sendas bases viene dada por

K = llng]'
donde a{: son las entradas de .# (B, B)!
Demostracién: Denotemos B* = {¢'};, B* = {#/};. La igualdad

]xi

=i
X—Ell-

es equivalente a (véase la demostracion de la proposicién anterior)
&(x) = ale'(x)
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Dado que esta relacion es cierta Vx € V, se sigue la igualdad entre aplicaciones
¢ = a?ei

Tomamos ahora una forma o« € V*. Como buen objeto geométrico, ha de ser indepen-

diente de las coordenadas elegidas para expresarlo. Por tanto

o = e’ = i;e

Utilizando la relacién entre e’ y &/

J i
l‘e

i ~‘~]' o~
aie' = &;i¢l = &ja
luego
AV
(a; — &jaj)e' =0

Ahora bien, los n vectores ¢’ son linealmente independientes, con lo cual

]

o —Eéjllg =0= o = ai&j

A priori, los constituyentes de V' y V* no parecen tener demasiado en comun. Es cierto
que los dos objetos son vectores en el sentido abstracto. Sin embargo, las formas son
aplicaciones lineales y los elementos de V, no. ;O quizd si? Intuitivamente, es facil ver
que un vector (de V) adquiere de manera natural el cardcter de aplicacién lineal en
presencia del espacio dual. Sean x € V,a € V*. Definimos

x(w) =a(x) €R

Asi, hemos construido una aplicaciéon x : V* — R bien definida y manifiestamente
lineal, ya que, sia, p € V*, a,b € R

x(ax +bp) = (an +bB)(x) = an(x) + bp(x) = ax(a) + bx(B)

Siendo algo maés rigurosos, lo que acabamos de hacer no es sino identificar x € V con
un elemento del dual del espacio dual, conocido como espacio bidual, x € V**, quien,
por definicién, es una aplicacién lineal x : V* — IR. Esto es posible gracias a la exis-
tencia de un isomorfismo lineal entre V y V** que, ademas, resulta ser candénico o natural,
es decir, su construccién no requiere especificar bases y coordenadas (a diferencia del
isomorfismo lineal cartesiano entre dos espacios vectoriales de igual dimensién). V' y V**
son, a nivel de espacios vectoriales, estructuralmente idénticos, lo que legitima hablar
indistintamente de vectores o formas lineales sobre el espacio dual.

Proposicién 1.1.3 (Teorema de reflexividad) La aplicacion ® : V. — V** dada por
[@(x)](a) = a(x)

es un isomorfismo lineal.
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Demostracion:

1. ;O estd bien definida? ;Hace corresponder un elemento de V a un solo objeto del
bidual? Afirmativo, pues la imagen de ®(x) € V** sobre cualquier « € V* queda
univocamente especificada.

2. ;D es lineal? Afirmativo. Véase la discusion previa al enunciado del teorema.
3. ;P es inyectiva? Afirmativo, pues
P(x) =0« [®(x)](a) =0Va <= a(x) =0Va <= x=0

se sigue que ker ® = {0}, lo que, para aplicaciones lineales, equivale a la inyectivi-
dad.

4. ;O es sobreyectiva? Afirmativo. Como

dimV = dimker ® + dim Im®
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